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摘 要: 本文考虑了一类特殊形式的时间分数阶Navier-Stokes方程混合问题的解，采用分离变量法对方
程进行变量分离，得到仅关于空间变量和仅关于时间变量的两个方程，前者是一奇异的施图
姆-刘维尔问题，利用贝塞尔函数求解。后者则是一个关于时间的分数阶常微分方程，分别采用
积分变换、算子方法和Adomian分解法对其求解，得到的解一致。
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1 引言
取管轴为z轴，r是与z轴垂直的管径方向，P = ∂pρ∂z是沿z方向的作用在一流体上的常压力
梯度，ρ是密度, 并假设流体的流动关于管轴是对称的，则圆管内流体的运动满足如下方程 [1]
∂u
∂t
= P + µ(
∂2u
∂r2
+
1
r
∂u
∂r
), 0 < α ≤ 1, 0 < r < 1, t > 0. (1)
此古典模型模拟的是流体的正常扩散现象，其均方位移满足〈r2(t)〉 ∝ t。然而，理论分析与试
验数据均已表明，在分形多孔介质、分形晶格以及某些不纯介质中的扩散现象不能用经典的扩
散方程来描述，称之为反常扩散。在数学上，反常扩散是由其瞬时均方位移尺度〈r2(t)〉 ∝ tλ
来刻画的，λ < 1和λ > 1分别对应于反常次扩散和反常超扩散。如何修改经典的扩散方程使其
可以描述反常扩散现象这一问题引起了许多学者的兴趣。近年来，人们发现由于分数阶导数具
有很好的记忆特性，从而用分数阶导数代替整数阶导数得到的分数阶模型就可以很好地模拟
反常扩散现象 [2–7]。用分数阶Caputo导数Dα∗t(α ∈ (0, 1) 代替一阶整数阶时间导就可得到广义
的Navier-Stokes模型
Dα∗tu = P + µ(
∂2u
∂r2
+
1
r
∂u
∂r
), 0 < α ≤ 1, 0 < r < 1, t > 0 (2)
称为时间分数阶Navier-Stokes模型，其均方位移满足〈r2(t)〉 ∝ tα(α ∈ (0, 1)),可用于模拟分形
介质中的反常次扩散现象 [2, 5].
由于时间分数阶Navier-Stokes方程是非线性的，至今还没有一般的方法可以对其求
解，只有一些特殊形式的Navier-Stokes方程才能求得解析解。段俊生在其博士论文 [5]里
借助于Laplace－Millin变换给出了n维空间中瞬时点源分数阶反常扩散Navier-Stokes模型在
半无界区域上的Fox函数解。El-Shahed和Salem [2]借助于Laplace变换、有限Fourier正弦变换
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和Hankel变换得到了时间分数阶Navier-Stokes模型(2)在有界区域上解的积分表示。S.Momani和Z.Odibat
[8]则利用Adomian分解法 [9] 给出了模型(2)的Cauchy问题的级数形式的解,但仅用Adomian分
解法只能求解初值问题或边值问题，对于混合问题则不适用。本文考虑了时间分数阶模
型(2)的非齐次混合问题的求解，借助变量分离法把方程分离成两个分别仅关于空间和仅关于
时间变量的方程，前者是一奇异的Stu¨rm-Liouville问题，利用贝塞尔函数求解。后者则是一个
关于时间的分数阶方程，分别采用积分变换、算子方法和Adomian分解法对其求解。最终得到
了一致形式的级数解，从而易于近似计算。
2 时间分数阶Navier-Stokes方程
考虑非线性时间分数阶Navier-Stokes方程（TFNSE）
Dα∗tu = P + µ(
∂2u
∂r2
+
1
r
∂u
∂r
), 0 < α < 1, 0 < r < 1, t > 0 (3)
u(r, 0) = f(r), 0 ≤ r ≤ 1 (4)
u(1, t) = 0 (5)
lim
r→0
u(r, t) <∞, (6)
这里r是极径，P, µ为常数，f(r)在区间[0, 1]上分段光滑, Dα∗t为Caputo导数 [3](p.79). 下面先
考虑齐次的情形（即方程(3)中的P = 0），假设u(r, t) = g(r)q(t) ，则
g
′′
(r) +
1
r
g
′
(r) + λ2g(r) = 0. (7)
注意到边值条件(5)-(6)，对方程(7)作适当变形得到如下形式的奇异Stu¨rm-Liouville问题
d
dr
[r
dg
dr
] + λ2rg(r) = 0, (8)
g(1) = 0, (9)
lim
r→0
g(r) <∞. (10)
方程(8)是零阶的Bessel方程，其解为
g(r) = AJ0(λr) +BY0(λr), (11)
其中J0和Y0分别是第一类和第二类的零阶Bessel函数。由条件(10)易得B = 0，根据条件(9)得
J0(λ) = 0, (12)
此方程为超越方程，有无穷多个正的零点λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · , 从而得到定解问
题(8)-(10)的特解gn(r) = J0(λnr). 进而可假设非齐次定解问题(3)-(6)的解为
u(r, t) =
∞∑
n=0
qn(t)J0(λnr). (13)
由于本征函数J0(λnr)在区间[0,1]上组成带权r的完备正交系，故
P =
∞∑
n=0
AnJ0(λnr),
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其中An = 2λnJ1(λn) . 把(13)代入方程(3)，得
∞∑
n=0
Dα∗tqn(t)J0(λnr) =
∞∑
n=0
2P
λnJ1(λn)
J0(λnr) + µ
∞∑
n=0
(−λ2n)qn(t)J0(λnr)
则本征函数J0(λnr)前的系数满足
Dα∗tqn(t) + µλ
2
nqn(t) =
2P
λnJ1(λn)
. (14)
I）用积分变换法求解方程(14)
对方程(14)用Laplace变换作用得
q˜n(s) =
sα−1qn(0)
sα + λ2nµ
+
s−1
sα + λ2nµ
2P
λnJ1(λn)
,
对上式求Laplace逆变换，并利用Mettag-Leffler(M-L)函数的Laplace变换公式 [3](p.21)得
qn(t) = qn(0)Eα,1(−λ2nµtα) +
2Ptα
λnJ1(λn)
Eα,α+1(−λ2nµtα). (15)
II）用算子方法求解方程(14)
根据Y.Luchko和R.Gorenflo在文献 [10]中定理4.1的结论和M-L函数的定义 [3]，方程(14)的
解为
qn(t) =
(
1− λ2nµtαEα,α+1(−λ2nµtα)
)
qn(0) +
2P
λnJ1(λn)
t∫
0
τα−1Eα,α(−µλ2nτα)dτ
= qn(0)Eα,1(−λ2nµtα) +
2Ptα
λnJ1(λn)
Eα,α+1(−λ2nµtα). (16)
III）用Adomian分解法求解方程(14)
用Riemann-Liouville（R-L）积分算子Jαt [3]作用于方程(14)的两侧得
qn(t) = qn(0) + Jαt (−λ2nµqn(t)).
Adomian分解法 [9]假设qn(t)具有级数形式的解
qn(t) =
∞∑
k=0
qn,k(t),
其中
qn,0(t) = qn(0), qn,k+1(t) = Jαt (−λ2nµqn,k(t) +
2P
λnJ1(λn)
).
根据R-L积分的半群性质、幂函数的分数阶积分公式以及M-L函数的定义 [3]，可得
qn(t) =
∞∑
k=0
qn,k(t) = qn(0)Eα,1(−λ2nµtα) +
2Ptα
λnJ1(λn)
Eα,α+1(−λ2nµtα). (17)
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从上面的分析易见这三种不同的方法求得方程(14)的解是一致的，这说明这三种方法都可用来
求解分数阶微分方程。下面判断初值qn(0). 由于u(r, 0) =
∞∑
n=0
qn(0)J0(λnr) = f(r), 故
qn(0) =
∫ 1
0
rf(r)J0(λnr)dr∫ 1
0
rJ20 (λnr)dr
=
2
∫ 1
0
rf(r)J0(λnr)dr
[J1(λn)]2
. (18)
从而定解问题(3)-(6)的解可显式表示为
u(r, t) =
∞∑
n=0
[
qn(0)Eα,1(−λ2nµtα) +
2Ptα
λnJ1(λn)
Eα,α+1(−λ2nµtα)
]
J0(λnr), (19)
其中qn(0)见(18)，λn为超越方程(12)的根。当f(r) = 0时，解(19)与文献 [2]中的解是一致的。
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Abstract: In the paper, a special form of the time fractional Navier-Stokes equations(TFNSE) with
mixed initial conditions are discussed. We solve the problem with method of separation by variables.
Two equations are obtained, one is only concerning space variable r, which is a singular Sturm-Liouville
problem and can be solved by Bessel functions; the other is time fractional ordinary differential equation
only concerning time variable t, which is solved by three different methods: integral transform, operator
method and Adomian decomposition method.
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